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& . Onde Estamos
i
* Ementa

= |ntroduc&o aos principais paradigmas do projeto de
algoritmos.

= Complexidade do Problema: Limites de Complexidade,
Intratabilidade, Classes P, NP, problemas Np completos e
NP-dificeis.
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y » Recursividade - Relembrando

THENCITRA v

P

= Definicao
* Um método/fungao que invoca o proprio
método/fungao

= Atencao
* Devemos ter um condi¢ao de parada da recursao

* Uma condicao que se torne falsa ou um contador
que atinja um determinado valor

= PROBLEMA
* Recursao que nao termina

is
F

2, Implementacao

SR

P
;

2

= Um compilador implementa a recursividade
através de uma pilha
= Todos os dados nao globais vao para pilha

= Grava o estado corrente para poder ser
recuperado
= Exemplo:
 Algoritmo recursivo de pesquisa em arvores
binarias
» O valor do ponteiro para o n6 e o endereco de

retorno da chamada recursiva sao armazenados
na pilha
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22, Recursao

= Vantagens
» Codigo mais “limpo” e compacto

» “Faceis” de serem implementados

:

3

= Desvantagens
» Consumo elevado de recursos
» Mais dificeis de serem depurados

F
F

Zzs Exemplo

R
A

= Somatdria de numeros
* Ex: soma(5) = 1+2+3+4+5 =15

o3
3

:

int soma({int num)

{
if (num==1) * g====== (ondicac de parada *
{

return num;

else {
retorn num+soma (num-1); /* <====== Chamads Recursiva *
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EUCAHCINAL

= Calculo do Maximo Divisor Comum (MDC)
* Fonte: somatematica.com.br

* CALCULO DO M.D.C. PELO PROCESSO DAS DIVISOES SUCESSIVAS

Messe processo efetuamos varias divisdes até chegar a uma divisdo exata. O divisor desta divisdo é
om.d.c. Acompanhe o calculo do m.d.c.(48,30).

Regra pratica:

1°) dividimos o nimero maior pelo ndmero menaor;
48130 =1 (com resto 18)

2°) dividimos o divisor 30, que é divisor da divis3o anterior, por 18, que é o resto da divis3o anterior, e
assim sucessivamente;
30718 =1 (comresto 12)

18112 =1 (com resto 6)
1216 =2 (com resto zero - divisdo exata)

3°) O divisor da divisdo exata é 6. Entao m.d.c.(48,30) = 6.

i

{

i
[

&= . Exemplo

ANTENGIERS
EILCHCIONAL

nt mdc({int fatl,int fat?z)
if (fac2==0) ¢==== Condigdoc d= parads
retuorn fatl;
el=se
return mdc (fatZ, (fatl¥fatl)): <=== [Chamads Recursiva

nt main({int argc, char *argv([])
printf("\nMDC(16,20)=%4",mdc(16,20)) ;
princf("\n\n");

system ("PLUSE"™) ;
retorn O;

13/05/2010



A .
oy Exerciclo

o
SR v

2

» 1-) Crie um programa recursivo que
calcule a poténcia (potencia>=0) de um
numero inteiro.

» Dica: 24=2%*23
28=2%*22
22=2*21
21=2*20

A .
oy Exerciclos

AN :
EAKACIINAL

= Criar um funcao recursiva para calcular o
fatorial de um numero

* Fonte: infoescola.com

0 fatorial de um ndmero n (n pertence o conjunto dos numeros naturais) & sempre o produto de todos os seus
antecessores, incluindo si proprio e excluindo o zero, A representagdo é feita pelo ndmeor fatorial seguido do sinal
de exclamacdo, n! . Exemplo de nimero fatorial:

61=6.5.4.3.2.1=720
Importante: n =0 (n maior ou igual a zero) , ou seja, ndo existe fatorial para nimeros negativos.
* (O fatorial de 0 ( 0!) € 1, pois o produto de ndmero nenhum é 1.

= Applet:
http://ccism.pc.athabascau.ca/html/lo/repos/comp272/applets/factorial/index.html
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* Implementem o algoritmo para calcular a série de
Fibonacci(1 1 2 3 5 8 13 ...)pelos métodos
iterativos e recursivos.

» Calcule o tempo de execugao dos dois programas acima
para as seguintes entradas: 10,20,30,50 e 100

» O que voceé percebeu?

» Lendo o capitulo 2.2 do livro texto (Zivian, Projeto de
Algoritmos), responda quando nao utilizar a recursividade?

is
F
h %

& Exercicios Recursao

THENCITRA :

» Dada a sequinte fungao recursiva:

o3

int f(int n, int m) {
if (n == 0) return m;
else return f(n-1, 1-m);

}

Qual o resultado para f(3,7)?
(@) 0

(b)3

(c) 7

(d) -7

(e) Nenhum dos anteriores
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N Exercicios Recurs3o

ADHENCIIFRR v
ECACIONAL

Dada a seguinte fungao recursiva:
int g(int n) {

if (n ==0) return 1

else return g(n-1) + g(n-2);

}

Qual alternativa é correta?

(a) Nao temos caso base

(b) Nao é recursivo

(c) Essa fungcao sempre termina para qualquer n
(d) Nenhuma das anteriores




& . Resolucao

g(n) onde n € terminacom 0
g(0)=1

Nenhum outro valor termina.

g(-1) ndo termina,

g(1) logo, também néo termina

F
F

& Exercicios Recursao

o
ADHENCIIFRR v

EILCHCIONAL

int method( int n) {

if (n<=1) return 1;

return method(n/2) + method(1);
}
A complexidade da fungdo method é:
(a) O(log n)
(b) O(n)
(c) O(n?)
(d) O(2")
(e) O(n2")
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(a
O dominio é reduzido pela metade a cada
chamada recursiva

%
3

i

F
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AN Complexidade - Recorréncias

o
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= Trés métodos para resolvrmos recorréncias
» Substituicao
» Supomos um limite hipotético

»Usamos a indugao matematic para provar que a
suposicao esta correta

« Arvore de recursdo
»Converte a recorréncia em uma arvore
»Cada no representa o custo envolvido
* Mestre
»Fornece limites para a recorréncia
»Requer memorizagao de 3 casos

:

3
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Fa Substituicdo

AN :
EAKACIINAL

» Pressupdes a forma da solucao

» Usa a inducdo matematica para encontrar
constantes e mostrar que a solugao funciona

» S0 pode ser usado quando é facil pressupor a
forma da resposta

N
P Inducao Matematica

AN
¢

ADHENCIIFRR
ECACIONAL

= O Método de Inducdo Matematica € um
método de demonstracao elaborado com base
no Principio de Inducao Finita,
frequentemente utilizado para provar que
certas propriedades sao verdadeiras para
todos 0s numeros naturais. (fonte: e-escola)

» Passos:
* base da inducao
* hipotese da inducao
* passo da inducao

13/05/2010
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= Base da inducé&o: Para qualquer inteiro positivo
s nN<2"
* Provando: paran=1 1<2!' 1<2 temos a base
verdadeira

2

» HipoOtese da inducdo: suponhamos que seja
verdade para qualquer K inteiro positivo:
. k < 2k
» Passo inducéao: Para o sucessor de k (k+1),
desejamos provar que:
o 2k < 2.2k=2k+

o (k+1) < 2K+
o (k+1) <2k e 2k<2k*1
o (k+1) < 2k

is
F

f aY Complexidade

AN :
EAKACIINAL

= N&o é simples o calculo da complexidade em
algoritmos recursivos

» Vamos tomar o exemplo abaixo:

void FacaAlgo(int &vetor, int esquerda,int direita)
{
int meio = (esquerda+ direita)/2;
if (esquerda < direita) {
FacaAlgo (vetor, esquerda,mid);
FacaAlgo (vetor, meio +1, direita);
Combinar(vetor, esquerda, meio , direita);

}

13/05/2010
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= FacaAlgo

* Funcéo executada em T(n)
» Vetor [left-right] =n

» Demos a sanguinte relacéo:
* T(n) =2 T(n/2) + O(n) [O(n) € a combinacao]
« T(1)=0(1)

» relacao de recorréncia:
« T(1)=1
* T(n)=2.T(n/2) + n, para n=2
» Resolvendo...
* 1. Chute: T(n) = n + n.logn
* 2. Prova:
»1.Caso base: 1+ 1.log1=1

»2. H.l.: assumir que é valido para valores até n-1

»3. Provar T(n):
—=2.(n/2 + n/2.log n/2) + n
—=n+n.(logn-1)+n
—=n+n.logn
— Logo, T(n) é O(n.logn)

13/05/2010
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» Resolvendo a relacao de recorréncia
= T(n) =2 T(n/2) + n

=2[2T(n/4) + n/2] + n

=4 T(n/4) + 2n

=4 [2 T(n/8) + n/4] + 2n

=8 T(n/8) + 3n

= (Qual a préxima sentenca?)
=16 T(n/16) + 4n

=25T(n/2%) + k n

is
F
A W
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T
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» Resolvendo a relagao de recorrencia
= T(n)=2T(n/2) + n

= 2 [2 T(n/4) + n/2] + n

=4 T(n/4) + 2n

=4[2T(n/8) + n/4] + 2n

=8 T(n/8) + 3n

= (Qual a proxima sentenca?)

13/05/2010
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= Generalizando
*n/2x=10Un=20Ulog, n =k
* k=log, n

= 2KT(n/2K) + k n

= 2l°09,n T(1) + (log,n) n

=n + nlog, n [lembrando T(1) = 1]
= O(n log n)

F
F
h %

= Arvore de Recorréncia

= Desenhar a arvore
» Cada né representa o tamanho do problema
= L evar em conta
 Altura da arvore
* Numero de passos em cada nivel
= Solucao
» Soma dos passos de todos os niveis

o3
3

2

13/05/2010
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iy Arvore de recursao

ANTENGIERS ¢*
EILCHCIONAL

*» T(nN)=2T(n/2) + n

f
PN
n'2 n/'?

// \\ // \\
n/4 n/4 n/4 n/'4

/

(1)

A 4 ~ .
=, Arvore de recorréncia

T — n

PN
n/2 nf2 - 2n/2=n
h=logn 7N 7N :
nd o4 4 nd4 4n/4=n
1 nfohas | T ni=n

13/05/2010
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A z A .
o Arovore de Recorréncia
N e n
N -
e n/2 -———----——-- 2n2=n
h=log n PN PN
o n/4 n/4 n'4 nd ——---- 4n/4=n
1 nfohas | T ni=n
(log n).n
Fonte: http://www.dsc.ufcg.edu.br/~abrantes
Fy :
=, Tentativa e Erro

= E um caminho metédico de tentativa de
decisdes para verificar se 0 objetivo é
alcancado

= Cenario
* Devo tomar decisdes entre varias escolhas
possiveis
»Nao tenho informacdes para “escolher corretamente”
»Cada decisdo me leva a um novo conjunto de escolhas
»Algumas sequéncias de decisdes podem resolver o
problema

= Forca - Bruta

13/05/2010
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A imac3
S Animacao
Hleaconad
/ Fim sem solucéo
? —
Q Fim sem _
solugdo Fim sem
/solugéo
2 2
inicio ——» ? ——» ? \ Fim sem
. solucédo
/ Fim sem
5 /solugao
\ successo !
33 http://www.hbmeyer.de/backtrack/backtren.htm
N
F Y
S Recursos
Hleaconad

Knight's Tour
http://www.kongregate.com/games/EvgenyKarataev/knights-tour
http://www.troyis.com/troyis.php
http://www.funmin.com/online-games/knight/index.php
http://games144.com/game/6326-the-knights-tour-game.php

8 Queen
http://www.coolbuddy.com/games/8queens/default.ntm
http://www.fetchfido.co.uk/games/8 queens/8 queens.htm
(facil)  http://www.blackdog.net/games/board/8queens/index.html

Labirinto
http://www.flashrolls.com/puzzle-games/Labyrinth-Game.htm
http://www.vectorgame.com/2008/03/labyrinth.html
http://www.addictinggames.com/labyrinth.html

13/05/2010
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y AN Estretéqgia

anen ¢
= Tabuleiro com n n posicdes:

+ cavalo se movimenta segundo regras do xadrez.

Problema: a partir de (x0; y0), encontrar, se existir, um
passeio do cavalo que visita todos os pontos do tabuleiro
uma unica vez.

Tenta um préximo movimento:

(fonte: Ziviani, Nivio
http://www.dcc.ufmg.br/algoritmos/)

il

o

;

PR v

procedure Tenta;
begin
inicializa selecao de movimentos;

:
2

repeat
seleciona proximo candidato ao movimento;
if aceitavel
then begin
registra movimento;
if tabuleiro nao esta cheio
then begin
tenta novo movimento;
if nao sucedido then apaga registro anterior;
end;
end;
until (mov. bem sucedido) ou (acabaram-se cand. movimento);
end;

3

13/05/2010
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éﬁg . Exemplos
= | abirinto

I |
Start
End
I | |

~n . .
— Estretégia

IR
A

= Nome da Célula

* Células jyna coluna

Podem andar para cima,baixo,esquerda e direita
Quando estou tragando o caminho, ndo volto para a
mesma direcao

Refazer o caminho de qualquer celula j, ., até o fim

» Tento mover CIMA e tento resolver recursivamente a partir
deste ponto

+ Tento BAIXO, ESQUERDA e DIREITA

o3
3

2

Para evitar loops infinitos, guardar os
caminhos

19



é : N Rainhas

= Dado um tabuleiro NxN, colocar N rainhas no
tabuleiro de forma que nenhuma ameace(*) a
outra

* Uma rainha esta ameacgada quando ela esta na
mesma linha, coluna ou diagonal

F
F %
A W

A *

Bl
» Forca Bruta
» Gera um arvore com todas as solugdes possiveis

* Qual o problema?
» “Paga-se muito caro”

SR
i 5 8

13/05/2010
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= Tentativa e Erro

(Backtracking)
» Cria outra sub-arvore ﬂ

somente se ndo achar

a solucao i
Pode achar mais que
uma solugao E E
X X

A RO i

F Y .
oy Exerciclios

ANTENGIERS ¢*
EILCHCIONAL

* I[mplemente uma solucao para o sudoku
utilizando a técnica de tentativa e erro.

21



A
Py
A W

_— Divisdo e Conquista

s
3

A

:

= Divide o problema em partes menores,
= Encontrar a solugao para as partes
= Combina-las na solucao geral

A
Py
A W

— Exemplo

EILCHCIONAL

= Encontrar o maior e o menor elemento de um
conjunto

procedure MaxMind(Linf,Lsup:integer; var Max,Min:integer)
var Max1, Max2, Min1, Min2, Meio: integer;
begin
if Lsup — Linf <=1
then if A[Linf] < A[Lsup]
then begin Max := A[Lsup]; Min := A[Linf]; end
else begin Max := A[Linf]; Min := A[Lsup]; end
else begin
Meio := (Linf + Lsup) div 2;
MaxMind(Linf, Meio, Max1, Min1);
MaxMind(Meio+1, Lsup, Max2, Min2);
if Max1 > Max2 then Max := Max1 else Max := Ma@;
if Min1 < Min2 then Min := Min1 else Min := Min2;
end;
end;

13/05/2010
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AN Programacao dinamica
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LA,

Quando a soma dos tamanhos dos subproblemas é O(n) entdo é provavel que o
algoritmo recursivo tenha complexidade polinomial.

%
3

:

= Quando a divisdo de um problema de tamanho n resulta em n subproblemas de
tamanho n - 1 entado é provavel que o algoritmo recursivo tenha complexidade
exponencial.

Nesse caso, a técnica de programagéo dinamica pode levar a um algoritmo mais
eficiente.

A programagéo dindmica calcula a solugéo para todos os subproblemas, partindo
dos subproblemas menores para os maiores,armazenando os resultados em uma
tabela.

= A vantagem € que uma vez que um subproblema é resolvido, a resposta &
armazenada em uma tabela e nunca mais é recalculado.

(Ziviani) — Projeto de Algoritmos

is
& . Algoritmos Gulosos e de Aproximacéao

= Resolve problemas de otimizagéo.

= Exemplo: algoritmo para encontrar o caminho mais curto entre dois
vértices de um grafo.

= —Escolhe a aresta que parece mais promissora em qualquer instante;

—Independente do que possa acontecer mais tarde, nunca reconsidera
a deciséo.

Nao necessita avaliar alternativas, ou usar procedimentos sofisticados
para desfazer decisdes tomadas previamente.

Problema geral: dado um conjunto C,determine um subconjunto S C tal
que:

— S satisfaz uma dada propriedade P, e

—S é minimo (ou maximo) em relagao a algum critério .

O algoritmo guloso para resolver o problema geral consiste em um
processo iterativo em que S é construido adicionando-se ao mesmo

= elementos de C um a um.

13/05/2010

23



&, Referencias

= Capitulo 2

Projeto de
Algoritmos

com implementagbes em Java e C++

= http://www.dsc.ufcg.edu.br/~abrantes
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